測量平差概論

前言

    高職土木建築科測量學及實習九八課綱，包含誤差理論與平差單元。目前已有之教科書對於該單元之說明，或者偏重於艱深之理論，或者偏於一隅未能全面說明，不易為學生接受，甚而導致誤解。本文省略理論推導，僅從簡易實例著手，廣泛說明誤差傳播及平差概念，重點放在觀念說明與簡易平差，希望能夠對技職院校之測量學與實習之教學有所助益。對於作者疏漏之處，期望同行賢達給予指教。
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民國98年9月23日          退休講師   白巨川    敬啟
測量實習２     測量平差概論
一、實習項目：
1.  求英制與公制長度之換算係數
2.  誤差之意義
3.  誤差傳播概論
4.  測量平差概論
二、儀器工具：
一般文具行販賣之透明塑膠尺，長度30公分，刻註公分與英寸，每組同式2支。四開圖畫紙一張，膠帶。
三、地點：
教室
四、觀念：
一般的測量學教科書，通常一開始就講授測量平差法，其實大部份學生都不知道何謂測量？也還沒有親自測量，馬上就學一大堆測量平差的名詞與理論，學生，尤其高職一年級學生，更是難以理解，本文擬從數個簡單例子或實驗著手，引導學生入門。
1.打靶的例子

所謂百步穿楊與百發百中，似乎都是演義小說中的故事，實際情況是，神槍手以校正好的槍枝射擊，子彈多會密集於靶紙中央，且分佈之範圍甚小，如圖2-1(a)。若槍枝的瞄準器偏了，則所有的子彈均會統一偏移，如﹙b﹚圖。
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正確度   高            低            低           低

精密度   高            高            低           低

             (a)            (b)           (c)           (d)

[圖（a）、（b）各有10個彈著 點，數目與圖（c）、（d）相同。其實神槍手打靶時，某些彈孔幾乎完全重疊而難以辨別，且假設打靶過程中看不見彈著點。]
圖2-1  打靶的正確度與精密度
生手打靶，則彈著點就不會那麼集中於靶心，離散程度甚大，亦即分佈範圍較之於神槍手的為大，如（c）及（d）圖。
將打靶的例子引用於測量，觀測值如果靠近真值，叫做正確度高，（a）圖。如果只是彼此靠攏，則叫做精密度高，（b）圖。測量之要求為在正確度高之前提下，精密度亦高。如果像（d）圖所示，所有彈著點分佈甚廣（精密度低），雖然他們的平均坐標接近原點（靶心），仍不能稱做正確度高。
2.威特 T2 讀數試驗

威特T2光學測微器經緯儀，度盤刻劃到20’，利用一系列之透鏡與稜鏡，將度盤直徑兩端之刻劃線合在一處讀數，一次讀數就相當於 A、B 游標取平均，       20 ’ ÷ 2  = 10 ’，所以它的光學測微器讀數範圍僅需 10 ’，最小刻劃間隔為1”，由於間隔還算大，有些測量教科書建議估讀到0.1”。其實估讀到 0.1”沒有實用價值，茲以試驗說明之。
首先將T2置妥，望遠鏡大約水平，固定水平及垂直制動螺旋，假設已用它瞄準一個目標，欲讀取水平度盤數值。調整好水平度盤反光鏡，旋轉讀數目鏡環，使刻劃線及數字清晰。順鐘向旋轉測微鼓，使刻畫線對齊，只讀秒數，且估讀至0.1”，逆鐘向旋轉測微鼓，使刻畫線錯開，再順鐘向旋轉測微鼓，使刻畫線對齊，讀數。
依照此種方式讀數共120次，每做20次休息數分鐘。此種作業方式在於儘量排除某些不必要的誤差，試驗數據如表2-1。（先讀到0.1”，最後計算說明讀到1”比較合理）。
表2-1  威特T2讀數試驗
	A
	範
圍
	上
	14.4
	15.4
	16.4
	17.4
	18.4
	19.4
	20.4
	21.4
	22.4
	23.4
	↗

	
	
	下
	↙
	14.5
	15.5
	16.5
	17.5
	18.5
	19.5
	20.5
	21.5
	22.5
	23.5

	B
	觀測值ℓ 
	≦14”
	15”
	16”
	17”
	18”
	19”
	20”
	21”
	22”
	23”
	≧24”

	C
	次數 m 
	0
	0
	1
	8
	29
	44
	22
	13
	2
	1
	0
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D
	誤差Δ
	≦-5”
	-4”
	-3”
	-2”
	-1”
	0”
	+1”
	+2”
	+3”
	+4”
	≧+5”


	觀測值總和〔ℓ〕= 1· 16”+8· 17”+29· 18”+44· 19”+22·20” +13· 21”
說                   +2· 22”+1· 23” = 2290” 
全部次數    n =〔m〕= 1+8+29+44+22+13+2+1 = 120

明   平均值      x =〔ℓ〕÷ n = 19.1”= 19” 

誤差        Δ=觀測值ℓ - 平均值x = B 欄各值 - 19”


	※因為讀數值分佈在16”~23”，間隔7”，所以平均值取19”，不取19.1”。


表2-2  威特 T2 符合法讀數誤差分佈表
	代表值ℓ  
	≦14”
	15”
	16”
	17”
	18”
	19”
	20”
	21”
	22”
	23”
	≧24”

	誤差Δ
	≦-5”
	- 4”
	- 3”
	- 2”
	- 1”
	0”
	+1”
	+2”
	+3”
	+4”
	≧+5”

	次數 m
	0
	0
	1
	8
	29
	44
	22
	13
	2
	1
	0

	頻率 p
	0
	0
	0.01
	0.07
	0.24
	0.37
	0.18
	0. 11
	0.02
	0.01
	0

	頻率密度[image: image23.png]


d（秒-1）
	0
	0
	0.01
	0.07
	0.24
	0.37
	0.18
	0. 11
	0.02
	0.01
	0

	頻率=各組次數 ÷ 全部次數，（頻率總和 = 1.01 
[image: image1.wmf]»

 1）
說     頻率密度= 頻率 ÷ 組距，本例取組距為 1”。  

〔Δ²〕= 1．（-3）² + 8．（-2）² + 29．（-1）² + 44．0 ² + 22．1² +13．2 ²
+2．3 ² + 1．4 ² = 178秒 ² 

明      σ=｛〔Δ²〕÷（n-1）｝1/2 =｛178÷（120-1）﹜1/2 = ± 1.2”  

σ= ± 1.2”即為（任何）一次讀數之中誤差

	[image: image24.emf]

備      1.表中 120 個讀數，Δ值從 –3”〜 + 4”，跨距 7”，Δ值所對應之ℓ為16”〜23”，在相同情況下，精度相等，所以每一個觀測值（讀數）ℓ 之中誤差相等。
註      2.在實際測量作業中，每一次瞄準目標通常只讀數1次（最多二次），中誤差± 1.2”，所以讀到 0.1”不合理。


    使用T2讀數資料作直方圖，而作直方圖之基本要求為觀測值的總數要多，組距大小恰當，依組距分組之組數大約 10 個，最少 6 個，最多不要超過 15 個（6，10，15，為大約之數，請不要追究太多，若有興趣，請參考統計學）。本試驗取組距 1”，共有8組，依據表2-2取頻率密度d與誤差Δ作頻率密度直方圖，如圖2-2。將各個直方柱頂點中央連線，即為頻率密度折線圖。
    當觀測量總數加倍，組距由 1” 減半為 0.5”，再作頻率密度折線圖…則其圖形將會趨近於圖中以虛線描繪之曲線圖。而其極限之圖形就會趨近標準正態分佈密度函數之圖形，如圖 2-3。
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  頻率    頻率密度f(△)
 0.40      0.40秒-1
 0.30      0.30秒-1
                                           [image: image26.wmf]2
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 0.20      0.20秒-1
                                                      直方圖
 0.10      0.10秒-1
                                                      折線圖
                15”  16”  17”  18”  19”  20”  21”  22”  23”      觀測值ℓ
                -4”  -3”  -2”  -1”  0”  +1” +2”  +3”  +4”     誤差Δ
               圖2-2   頻率密度直方圖、折線圖與曲線圖
    標準正態分佈密度函數之曲線如圖2-3，在該函數
f（Δ）= (1/√（2π）)e-Δ²/ 2曲線下之面積為機率。
（1）誤差Δ=  a  ~  b之機率為圖中深色之區域。
（2）誤差Δ= -σ ~ +σ（一倍中誤差σ）之機率為68.3%。
（3）誤差Δ= -2σ~+2σ之機率為95.4%。

（4）誤差Δ= -∞ ~+∞ 之機率為1。
                                   機率密度


                                         f（Δ）=(1/√（2π）)e-Δ²/ 2
                                              Δ=a之機率密度  
                   反曲點                       Δ=b之機率密度

                                                        Δ
                             -σ   +σ    a b
                     圖2-3  標準正態分佈密度函數
五、方法
（一）準備
1. 將桌面整理乾淨，再將四開圖畫紙平鋪於桌面。
2. 將一支透明塑膠尺翻面，並使英制刻劃的一側朝向自己（朝後），公制刻劃朝前。
3. 用膠帶將該尺粘妥於圖畫紙中央，勿使鬆動。膠帶宜貼在不礙事之處，勿貼在刻劃線上。
4. 將第二支尺公制刻劃的一側朝前，且將該尺與第一支尺並排緊靠，使公分刻註的 0 與英寸刻註的 0 對齊。
5. 再用膠帶將第二支尺貼牢。
（二）讀數
    本次實驗係以英寸刻劃線為準，讀取對應之毫米（mm）數值，有兩種方式，甲式為尋找儘可能對齊之整數毫米，乙式為估讀到0.1mm，本次採取甲式，為了排除錯誤，宜在全尺多處觀察且讀數，一共測取11個數值，如表2-3。
表2-3英制尺換算公制尺之係數試驗
	i
	A
	觀       測        值
	改正數
	v ²

	
	
	讀取值
	導    出    值
	 v = x - ℓ
	

	
	
	B
	 ℓ = B ÷ A
	C = ℓ − x0  
	
	(mm/inch)²

	
	
	
	
	
	mm/inch
	

	
	吋
	inch
	mm
	mm/inch
	mm/inch
	
	

	1
	1 ½
	1.5
	38
	25.33
	0.03
	0.01
	0.0001

	2
	3
	3.0
	76
	25.33
	0.03
	0.01
	0.0001

	3
	3 ⅝
	3.625
	92
	25.38
	0.08
	-0.04
	0.0016

	4
	4 ½
	4.5
	114
	25.33
	0.03
	0.01
	0.0001

	5

×
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5


×
	5.25

×
	132

×
	25.14

×
	/
	/
	/

	6
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	5.875
	149
	25.36
	0.06
	-0.02
	0.0004

	7
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	6.3125
	160
	25.35
	0.05
	-0.01
	0.0001

	8
	7 ½
	7.5
	190
	25.33
	0.03
	0.01
	0.0001

	9
	9
	9.0
	228
	25.33
	0.03
	0.01
	0.0001

	10
	9 ¾
	9.75
	247
	25.33
	0.03
	0.01
	0.0001

	11
	
[image: image5.wmf]16
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	10.9375
	277
	25.33
	0.03
	0.01
	0.0001

	令 x0  = 25.3 mm/inch 

x  = x0  + Δx 

=25.3+0.04 

=25.34 mm/inch 
	[0.40]   

Δx= 0. 40 / 10

 =0.04 
	[ 0 ]


	[0.0028]



	σ=（0.0028/（10-1））1/2  = ± 0.018 mm/inch  ≈ ± 0.02 mm/inch


（三）計算 

假設使用的二支尺完全相同，英制尺與公制尺刻劃均勻，以英制尺子之刻線為依據，即為表2-1中之A欄，找出公制尺之整數毫米(mm)數值，表中B欄數值為讀取值，再依 B÷A = ℓ 得導出值，例如第3個值 25.38，以下之計算取導出值 ℓ 做為觀測值。
觀察表中11 個 ℓ 值，其中第5個為25.14，相對於其他10個明顯偏小， 可能在實驗之中發生錯誤。重新觀察二支並列之尺子，發現讀錯，應為133 mm。
在實際測量工作中，通常無法或不易還原現場重測更正，所以只要查出了錯誤，就將它刪除，只剩10個觀測量。
為了減化計算工作，可令x₀ = 25.3為轉換係數之近似值。再令C = ℓ - x₀，將10個C值相加得0.40，被10除得Δx = 0.04，求得換算係數 x， 
x = x₀+Δx  = 25.3 + 0.04 = 25.34 mm/inch。
比較其他各組求得之值，應該各有差異。已知其精密值為25.40 mm/inch，本次實驗所得之值較小。因為文具行所販賣之尺子僅供一般文書之用，不需非常精密。所以，即使測取非常多次的B值，推算ℓ值，進而求換算係數x，也無法求得精密值25.40 mm/inch。如果到精密機械工具商店購買比較精密的公制尺與英制尺，並利用放大鏡，採用估讀到0.1 mm之方法測取B值…，最後求得之x值才有可能接近25.40 mm/inch。
六、注意事項
1.有些尺子的刻劃間隔不夠均勻一致，如果可以很明顯感覺出來，則不要使用這種尺子。
2.觀察刻劃線有無對齊（方式甲）或者估讀到0.1 mm（方式乙），眼睛要在刻劃線之正上方，不可偏斜，因為偏斜觀看時會發生「視差」，導致觀察的誤差。
七、討論
1.參閱表2-1，假若另外一位測量員乙試驗之數據如下：讀數代表值ℓ為15”、16”、…、23”，次數各為1、2、10、31、41、23、9、2、1，試求平均值x及一次觀測之中誤差σ。（答：x = 18.9” = 19”，σ= ±1.3”）
2.承第1題，比較第1位與第 2 位測量員的讀數中誤差σ，何者較大? 何者技術比較差?（答：乙的較大，乙的技術稍差，但是不明顯。）
八、附錄—測量平差概論 

測量平差法是測量學體系中之專業科目，詳細內容及理論推導請參閱測量平差法及統計學。本文僅摘錄一些必要之原理及公式，配合有關的例題說明，希望學生能夠學得一點平差的基本能力。以下共分三大節，誤差、誤差傳播概論及測量平差概論，依序說明之。
（一）誤差
所謂測量，就是測量人員採用適合的儀器工具，依據適當的方法，在有關係的環境或場合，測量長度、角度、距離及速度等謂之測量。所以測量人員、儀器與環境三者，都對測量成果的精度產生影響，也就是誤差會伴隨著測量而來。
1.誤差的來源
測量發生了誤差甚至錯誤，測量人員都會責怪儀器、環境與別人，其實自己的責任更大。
a. 人為誤差
前面已提過使用T2讀數，重複讀數多次各有不同，分佈在16”〜 23”，此為讀數所發生的誤差。用英制與公制尺，求換算係數，將133讀成132，此為錯誤。不論讀數的誤差或錯誤，主要來自測量人員的誤差。
b. 儀器誤差
在求取英制與公制尺子的換算係數的例子，得到25.34 mm/inch，此數值與標準值25.40 mm/inch相差0.06 mm/inch，此為儀器誤差所導致。打靶的例子，如果瞄準器沒有校正，即使神槍手也會打偏，這就是儀器誤差所導致的後果。 

c. 環境所導致的誤差 

氣溫升降會導致鋼卷尺本身漲縮，使得量距所得之讀數值隨之縮小增大。夏天中午柏油路面上方的空氣，由於受熱而發生大氣躍動的現象，愈靠近路面躍動愈大，所以水準測量規定水準尺讀數不得小於0.300 m，以減少環境的影響。
※計算誤差
採用近似方式或近似平差法亦會導致誤差，只要在容許範圍內則無礙。
2. 誤差的種類
前面介紹了誤差的來源，要怎麼處理（或應付）才能使最後測量成果正確精密? 應該針對誤差的性質，也就是誤差的種類，分別處理。誤差分為三類：
a.錯誤
錯誤幾乎全由測量人員疏忽而發生，例如將133 mm看成132 mm，或者心裏想著抄寫0.457，卻寫成0.475，…等。
欲防止或查出錯誤，可以採用重複觀測，至少觀測兩次，如果兩次觀測值之差異在規範以內，可以初步認定沒有錯誤。也可採用多餘觀測，例如三角形內角和為180°，只要測了任意二角，第三個角就可依公式求得，可是只要有一個角測錯，第三角也可能跟著錯誤。反之，如果三個內角都測，三個內角之和與180°之差異在規範以內，也可初步認定沒有錯誤。總之，在測量作業中要儘量排除錯誤。
b.系統誤差
系統誤差對測量成果的影響甚大，測量人員、儀器與環境都可能導致系統誤差。
以鋼卷尺量距為例，每一支鋼卷尺出廠時都要附一份檢定表，註明在標準拉力與氣溫時，刻劃每5公尺處之對應實長，其間之誤差即為鋼卷尺本身之系統誤差。在野外測量時之氣溫與拉力通常不是標準值，導致鋼卷尺之長度改變，此種改變係由環境所產生。以卷尺量距讀數時，測量人員習慣性的偏大（或小），此為測量人員的系統誤差。
    有些類型的儀器誤差，可以採用校正儀器的方式以消除之，例如水準儀視準軸誤差可以採用定樁法校正。校正不完善的殘餘誤差，則可以採用適當的觀測方法，在測量過程中直接使之互相抵消。例如水準測量使前後視等距，可以抵消水準儀的視準軸誤差。
又如地球曲率誤差，對水準測量也會產生影響，若使前後視等距，使它成為對稱型態的誤差，就可互相抵消。
電子測距時，如果使用不同廠牌的反射稜鏡或反射貼紙，就有稜鏡常數之問題，它是固定常數型態之系統誤差，可將它輸入電子測距儀內立即改正。
氣溫升降對鋼卷尺量距的影響為比例型態的系統誤差，通常在測量後計算改正。如果在工地放樣，則需立即改正。
至於不規則的系統誤差，處理起來比較複雜…也有的以未知參數型態放在平差程式裏，多少吸收掉一些，降低它對測量成果之影響。
c.偶然誤差
偶然誤差不可依字面解釋成「偶然發生的誤差」，因為只要測量，就伴隨了誤差，所以「偶然」之本意為「不能確定」，亦即不能確定誤差之大小與正負，但是經由試驗與理論可知偶然誤差之特性。
參考T2讀數試驗所繪之誤差頻率密度直方圖及標準正態分佈密度函數之圖形，偶然誤差之特性如下：
（1）絕對值較小的誤差，出現的機率較大。絕對值較大的誤差，出現的機率較小。
（2）絕對值相等的正誤差與負誤差，出現的機率相同。
（3）極大誤差出現的機率為零。
（4）當觀測次數無限增多時，所有偶然誤差的平均值趨於零。
在實際測量工作中，由於時間有限，不可能無限次的測量，那麼要測量幾次?如何防止錯誤?學者專家依據已有的測量經驗及理論，定出實用的測量規範，其中包括：儀器精度之等級、重複測量的次數、容許誤差的數值大小…等。只要依照規範施測，通常可將偶然誤差對測量成果之影響，控制在容許誤差以內。
3.真值與最或是值
測量員觀測某一水平角n次，ℓ₁，ℓ₂，…ℓ n ，在相同狀況下觀測，所以每個觀測值的精度相當，可取n個觀測值的平均值x，
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其中符號〔  〕與 
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 均為計算總和之符號，意義相同。
依偶然誤差之性質，當n趨近於無窮大時，所有偶然誤差之和之平均值為零，因此可得真值T
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式中：T 為水平角之真值。
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 為 n 趨近於無窮大取極限。
由於現實問題，例如時間有限，不可能測量無窮多次，儀器本身精度…等，因此無法得到真值 T，通常只能依照公式（1）求得平均值x，該值在測量平差法另有一個名稱，叫做「最或是值」，可認為最或是值接近真值。
4.真誤差，改正數與誤差
設 T 為真值，x為最或是值，二者詳細意義可參閱公式（2）與（1）。
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為觀測值，εi 為真誤差，νi 為改正數，Δi 為誤差，i =1〜 n，茲規定：
真值 = 觀測值-真誤差
最或是值 = 觀測值 + 改正數
即
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換個寫法，
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比照真誤差之定義，規定誤差為：
誤差=觀測值-最或是值
即
Δi  = ℓ i − x   ……………………………………………………（3”）
有的教科書對於真誤差、改正數與誤差之定義，可能與公式（3'）、（3”）差了+ - 符號，但是不會妨礙「中誤差」之計算。
5. 中誤差σ
測量值 ℓ1 ~ ℓn，依據測量平差法理論，如果已經知道真值T，可得真誤差ε1 〜 εn ，中誤差σ為
σ= （〔ε²〕/ n）1/2 ……………………………………………………（4）
如果不知道真值，則先由公式（1）求最或是值x，再由公式（3）求改正數，v1 〜 v n，得
σ=｛〔ν²〕/（n-1）﹜1/2 …………………………………………（5）
中誤差σ用以表示 ℓ1 〜 ℓ n ，n 次觀測中任一次觀測之中誤差，亦即代表單次觀測之精度。
比較嚴格的說法，中誤差 σ還要區分「先驗」與「後驗」（請參閱第二節有關「權」之說明）。統計學也區分為樣本與母體標準偏差，於此不再詳述。
※上述中誤差一詞，也可稱為標準誤差，或標準偏差。
※除了中誤差，另有平均誤差與或是誤差，也可以表示單次觀測之精度，請參閱平差法或統計學。
6. 精度與相對精度
測量成果之優劣，可依據誤差之大小來評定，也就是中誤差愈大，測量成果愈差，精度愈低，反之則高。
茲有兩段距離A、B，以鋼卷尺量距，得到其長度及中誤差各為 xA = 100.000 m，σA=  ± 2 mm，xB = 2 00.000 m，σB = ± 3 mm。因為σA ＜σB，所以距離 A 之量距誤差較小，精度較高。
此一例子，若再比較σA ÷ xA 與σB ÷ xB，可知σB ÷ xB較小，相對誤差較小，「精度」較高，所以需要再定義另一個名稱「相對精度」，以免混淆。
相對精度即是中誤差除以最或是值的比值，通常使分子為 1，分母湊整為正整數或 10 的倍數，分母愈大，比值愈小，相對誤差愈小，相對精度愈高。
國家級一等水準網測量，它的測量成果，除了表示各點之高程及其中誤差，還應該加註各點到基準原點之距離。
角度測量只採用精度，不用相對精度，也就是說不論角度之大小，只論角度本身之誤差。
7.容許誤差U

在本書測量實習 2，圖 2-3 標準正態分佈密度函數圖，它的配合說明提及，誤差∆= −2σ〜 +2σ之機率為95.4%，也就是說誤差Δ絕對值大於2σ之機率為4.6 %，相當於22次觀測才有一個觀測值的誤差絕對值大於 2σ。因此規定容許誤差 U 為
U = 2σ  ………………………………………………………………(6)

※有的教科書採用U = 3σ，只是此一規定太鬆。誤差Δ= -3σ〜 +3σ之機率為 99.74 %，380多個觀測值只有1 個觀測值的誤差絕對值大於 3σ，即使普通測量員也不該發生這麼大的誤差。
8. 較差d

重複觀測二次的差值取絕對值稱為較差，即：
d = |ℓ₁−ℓ₂| = ℓ₁−ℓ₂  或  ℓ₂−ℓ₁ … … …………………………(7)

較差用來初步評定測量值是否合格。
9. 閉合差w

三角形內角和180°為理論值，它是真值，三個內角之觀測值為α、β、γ，所以三角形閉合差
w = （α+β+γ）− 180° … … ………………………………………(8)

水準環線一圈之高程差總和為零，它也是真值，水準環一圈各小段之高程差 ℓ₁ 〜 ℓ n ，水準環線閉合差
w = （ℓ₁ + ℓ₂ ……＋ℓ n ）− 0 =  ℓ₁ + ℓ₂ ……＋ℓ n 
閉合差亦用來初步評定測量是否合格，而平差法就是要處理閉合差不為零的矛盾，使平差後之觀測值滿足閉合條件。
（二 ）誤差傳播概論
所謂誤差傳播，就是誤差傳遞的意思，例如 C 由 A 或者由 A與B導得，則 A 或 A 與 B 之誤差就會傳遞給 C。
1.誤差傳播公式
設 y 為 x₁、x₂、…xu 之函數，亦即
y = f（x₁、x₂、…xu）
將之微分，也就是處理成為誤差dx i的線性函數
dy =∂f/∂x₁‧dx₁+∂f/∂x₂‧dx₂ + … + ∂f/∂xu‧dxu…………………（9）
再將誤差以中誤差之形式表示，
σy=﹛(∂f/∂x₁）²σx₁² +﹙∂f/∂x₁）²σx₂² +…+
﹙∂f/∂xu）²σxu² ﹜1/2  ………………………………………（10）
由於高職一年級未學微分，所以下述課文中不用微分符號「d」，改用誤差符號「Δ」。
※本文直接使用誤差傳播公式，理論推導省略不述。
2.較差的中誤差及容許誤差
依公式（7）
d   =      ℓ₁    −     ℓ₂   ………………… （a）
用符號Δ加在d、ℓ 之前，表示它們的誤差，Δd、Δℓ，得
d+Δd =（ ℓ₁+Δℓ₁）−（ℓ₂+Δℓ₂） ………………（b）
（b）−（a）
Δd = Δℓ₁−Δℓ₂=（+1）Δℓ₁ +（−1）Δℓ₂  ……（c）
若將上式中之「Δ」改為「d」，即為類同於公式（9）之微分式。再依誤差傳播公式改寫成中誤差的形式，
σd ² = （+1）²σℓ₁² + （-1）²σℓ₂²  …………（d）
     ℓ₁ 與 ℓ₂為同一人所測，這兩個觀測值的中誤差理應相等，
令   σℓ₁ = σℓ₂ = σℓ  ……………………………………(e)

將﹙e﹚代入﹙d﹚，得到較差之中誤差σd，它是單次觀測值 ℓ 的中誤差
σℓ 的√2倍，即
σd  = √2．σℓ………………………………………………………﹙11﹚
應用公式(6)，可得較差之容許誤差Ud為
Ud  = 2σd  =  2√2．σℓ = √2．﹙2σℓ﹚ ………………………﹙12﹚
較差 d ≤ Ud，只能說 ℓ₁、ℓ₂ 初步合格，若d＞Ud ，表示 ℓ₁、ℓ₂ 不合格，還要再測，直到合格為止。較差合格了，才能取兩個合格觀測值之平均值為該項觀測工作之觀測值，並繼續後面的各項計算。
※較差使用字母「d」，微分符號也是「d」，請不要搞混。
3.平均值的中誤差σx
設 ℓ₁、ℓ₂ …ℓ n 為重複觀測n次之觀測值，平均值x，也就是最或是值x，
x =〔ℓ₁+ℓ₂ …+ℓ n〕/ n…………………………………﹙a﹚
比照較差及其中誤差之推算過程，可得
Δx =﹙1/n﹚Δℓ₁+﹙1/n﹚Δℓ₂+…+﹙1/n﹚Δℓ n  ……﹙b﹚
再引用誤差傳播公式
σx² =﹙1/n﹚²σℓ ₁²+﹙1/n﹚²σℓ ₂²+…+﹙1/n﹚²σℓ n²
令σℓ ₁=σℓ ₂=…=σℓ n =σℓ 

代入上式，  得σx²=σℓ ²﹙1/n﹚
σx =σℓ  /√n……………………………………………………………(13)
a. 增大 n 之邊際效用
由上式可知，重複觀測次數愈多，n愈大，σx相對於σℓ 愈小，可是考慮邊際效用，n不宜太大，通常取2 ≤ n ≤ 4，其理可從表2-4看出來，特殊狀況重複觀測到16次，例如早年一等三角測量，測量水平角時，以方向組法觀測 16 測回，n = 16，其目的為了儘可能消除大氣不規則之影響。
表2-4  增大n使σx減小之效果遞減
	n
	σx=σℓ ÷√n
	（σx）n-1  −（σx）n

	1
	1.000σℓ
	/

	2
	0.707σℓ
	0.293σℓ

	3
	0.577σℓ
	0.130σℓ

	4
	0.500σℓ
	0.077σℓ

	5
	0.447σℓ
	0.053σℓ

	…
	…
	…

	15
	0.258σℓ
	0.009σℓ

	16
	0.250σℓ
	0.008σℓ


b.降低單項誤差之邊際效用
威特T2讀數試驗，讀數120次，平均值x= 19.1” = 19”，單次讀數之中誤差σ= ±1.2”，如表2-1及表2-2。若依本小節公式(13)，則平均值中誤差

σx  ≈ ± 1.2” ÷（120）1/2  = ± 0.11”。
在實際測角工作中，水平角的誤差來源包括儀器對心誤差、覘標對心誤差、瞄準誤差、讀數誤差等，只是一眛追求降低讀數誤差，不能降低整體之角度誤差。必須通盤考慮，甚至使用更精密的儀器，才能降低角度誤差。
c.提高最或是值精度的方法
某位教師，使用學生水準測量實習成果，AB距離0.30km，共約80個高程差，刪除掉差異太大的，留下約50個，最大最小相差10mm，全部取平均得 x，
v = x - ℓ，σ=﹛〔v ²〕÷49﹜1/2，σx =σ÷（50）1/2，算得σx ≈ ±0.3mm，幾可媲美精密水準測量的精度，是否合理?

如果增加合格高程差總數到200次，則σx'= ± 0.3mm‧（50 ÷ 200）1/2  =   ± 0.15mm，若只依靠增大 n 使σx減小之方式可行，則不必發明精密儀器，也不必研究精密優良的方法了。
所以欲提高精度，不能只顧著增加 n，還要改良儀器精度，測量方法，甚至注意測量環境，才能真正的提高精度。
4.多邊形內角閉合差之中誤差及其容許誤差
三角形內角閉合差w為
w     =    α     +    β     +    γ     - 180°
w+Δw =﹙α+Δα﹚+﹙β+Δβ﹚+﹙γ+Δγ﹚- 180°
Δw   =  Δα     +   Δβ    +   Δγ
依誤差傳播定律得
σw =﹙σα²+σβ²+σγ²﹚1/2
三個內角α、β、γ之中誤差相同，均為σθ，三角形內角閉合差之中誤差為
σw = √3．σθ   …………………………………………………﹙14﹚
三角形閉合差之容許誤差為
Uw = 2σw = √3．﹙2σθ﹚………………………………………﹙15﹚
比照上式，擁有m個邊之多邊形，其內角閉合差之容許誤差為
Uw = √m．﹙2σθ﹚…………………………………………………16﹚
（前面公式﹙14﹚的√3在此處換成√m）
導線測量規範可看到類同公式﹙16﹚之規定。
5.倍數之誤差傳播
視距測量當視線水平時，讀得視距間隔 ℓ，已知視距乘常數K=100，加常數C=0，則水平距S為
S  = 100‧ℓ   ……………………………………………………﹙17﹚
S+ΔS= 100‧﹙ℓ+Δℓ﹚
上述兩式相減
ΔS  = 100‧Δℓ ……………………………………………………﹙18﹚
σs²  = 100²σℓ²

∴σs = 100σℓ     …………………………………………………﹙19﹚
上式中的「100」就是放大的倍數，如果視距間隔讀數誤差為 ±1 mm，就會導致水平距誤差為 ±100 mm＝ ±0.1 m。所以放大倍數之誤差傳播會將誤差擴大。由於視距測量可以節省測量距離的勞力，其誤差在製圖要求容許範圍內，所以早年地形測量製圖工程外業工作，經常採用視距測量，目前已被全站儀取代。
6.矩形面積之中誤差
如圖2-4，矩形長 x，寬 y，面積 A，
A   =    x  ‧   y

A+ΔA =﹙x+Δx﹚﹙y+Δy﹚

        = xy +Δy‧x +Δx‧y +Δx‧Δy


        ≈ xy +Δy‧x +Δx‧y

﹙式中Δx‧Δy之值甚小，可省略不計﹚
        ΔA   = y‧Δx   + x‧Δy………………………………………﹙20﹚
       σA²  = y²‧σx² + x²‧σy²

       σA=﹛﹙y‧σx﹚²+﹙x‧σy﹚²﹜1/2………………………………﹙21﹚
               x       △x

  y                         y‧△x

△y
             x‧△y         △x‧△y

    圖2-4矩形面積及其誤差

[例1]矩形長寬各為
        x= 100.00m， σx= ± 0.01m

        y=  16.00m， σy= ± 0.01m

      求矩形面積A及面積中誤差σA
[ 解 ]    A = x‧y = 1600 m²

          長邊x的誤差σx導致的面積誤差分量
              y‧σx = ± 0.16 m²

          短邊y的誤差σy導致的面積誤差分量
              x‧σy = ± 1.00 m²

          面積誤差
          σA  =﹛﹙1m²﹚² +﹙0.16m²﹚²﹜1/2 = ± 1.08 m²

    由本例可知，狹長形土地求面積時，短邊之誤差對整個面積之影響較長邊者為大。所以測量狹長土地面積時，降低短邊之誤差比較有利。
[例2]承上例，若 x = y = 40.00 m，σx = σy = ± 0.01 m，求 A 及σA。
[ 解 ]   A = x‧y = 1600 m²

         σA =﹛﹙0.40 m²﹚²+﹙0.40 m²﹚²﹜1/2  = ± 0.556 m²

[例3]正方形，邊長x及其中誤差各為 x = 40.00 m，σx = ± 0.01 m，試求其面積及其中誤差。
[ 解 ]    A = x² = 1600 m²
      ∵    A+ΔA =﹙x+Δx﹚² = x² +2x‧Δx+Δx²

                  ≈ x² + 2x‧Δx

       ∴     ΔA = 2x‧Δx

               σA = 2x‧σx = ± 0.80 m²

※比較例2與例3，矩形長寬相等x = y，仍應按照矩形面積的誤差傳播公式計算，不可使用正方形的，其原因請參閱「廣義的誤差傳播」，不再贅述。
7.省略小誤差來源之標準
    測量水平角之誤差來源，計有對心誤差、瞄準誤差、讀數誤差等，當目標距離測站達1000 m以上時，覘標對心誤差±1 mm導致水平角之誤差，其值為206265”‧1 mm ÷ 1000 m = ± 0.2”，甚小，可忽略不計。假設只考慮讀數與瞄準之誤差，令
         σθ² = σR² + σT²…………………………﹙a﹚
上式θ代表方向，R代表讀數，T代表瞄準，
當σR = σT = ± 3.0”，σθ = ± 3.0” ‧√2 = ± 4.2”，
當σR = ±3.0”，σT =  ± 1.0” = 1/3σR ，σθ = ± 3.16” ≈ σR，
令σT = c‧σR ， c ＜ 1 ，代入﹙a﹚式，
σθ =（√（1+c²））σR ≤ 1.0540σR…………（b）
亦即   √（1+c²）≤ 1.054…………………………………………（22）

c ≤1/3

      如果只有兩項誤差來源，其中較小的誤差為較大誤差的1/3倍以內時，小誤差對整體之影響僅為0.054 / 1.054，大約5.1 %，亦即小誤差可以略而不計。而1/3就是可以省略小誤差的倍數標準。
※特別說明：如果要求較嚴，可以取1/5。
    忽略小誤差的好處為可以減化計算工作，主要好處在於可以多花一些精力應付較大的誤差來源，使得整體誤差降低。
8.誤差傳播之應用
    上一小節已算得 c = 1/3 為忽略小誤差之標準，此為誤差傳播之應用。
    許多測量工作，在測量之前就可以依照所要用到之觀測值與計算公式，依據經驗預估觀測值之中誤差，推算最後待求成果之中誤差。如果不能達到要求，則要考慮其他方法或者使用他種儀器，重新推算，使之滿足需求，然後才進行測量工作。
    例如水庫蓄水區測量泥沙沈積工作，通常每年測量一次，如果每年在水庫區只測一點水深，以之計算泥沙沈積，其代表性或精度嚴重不足。必須在庫區適當位置測量適當數量的測深點求泥沙沈積，其代表性或精度才有保障。此一工作也要利用誤差傳播推算，不再贅述。
9.系統誤差之誤差傳播
    本節到此所說之誤差傳播，都是針對偶然誤差之傳播。偶然誤差之特性，它有正有負…，所以兩種以上的誤差合在一起計算時，先求平方和再開平方根，不是直接相加，也不是取絕對值的和。平方和開平方根，多多少少隱含了+ − 誤差部份相消的結果。
    精密鋼卷尺出廠時都要附帶一份檢定表，註明在標準溫度與拉力時，每5公尺之實長。假若某尺刻註50.000 m處之實長為50.0072 m，尺長檢定之中誤差為 ±0.0006 m，若以該尺量距10個尺段，每次都用銅片劃線標示「尺段50.0000」，則實長為50×10 +(0.0072×10) = 500.072 m。而其中誤差
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，σ₁為讀數劃線之誤差，彈簧秤拉力誤差，溫度計誤差…等偶然誤差之綜合誤差，σ₂為該尺檢定所導致的中誤差。
       σ₂ ≠ √10‧﹙±0.0006m﹚= ± 0.0019m，
       σ₂ =    10‧﹙±0.0006m﹚= ± 0.006m。
     因為使用該尺銜接量距 10 段，此時 10 段承受之檢定中誤差為同正或同負，所以尺長檢定誤差之傳播為倍數型態，不是平方和開根號之型態。
     假設σ₁= ± 0.003 m ，已算得σ₂ = ± 0.006 m。
則σs= ±（3²＋6²）1/2  mm = ± 0.0067 mm
※特別說明：若以該尺重複測量該距離四次取平均，

則σs≠ ±（3²＋6²）1/2  mm ÷（41/2）  = ± 0.0033 mm
σs= ±（（3÷（41/2））²＋6²）1/2  mm  = ± 0.0062 mm

因為重複測量該距離n次，只有偶然誤差才會「÷（n1/2）」，尺長檢定所導致的中誤差 ± 0.006 m，在此為固定值不變。亦即重複測量該距離無窮多次，該距離的中誤差趨近於 ± 0.006 m，不會趨近於0。
10.權、單位權中誤差與先驗中誤差
    學生考試成績有高低，同樣的，測量員之技術與儀器精度也有高低之分，環境也對測量值有一定的影響，所以每一個觀測值或每一組觀測值的精度相對於其他的或其他組的亦有高低。
a.權
學生的學期成績依照各科目每週上課的鐘點數及其實得分數評定。例如甲生國文80分，英文70分，自然84分，社會72分，這四科每週鐘點數各為5、4、4、3，則該生之學期成績為：
       x₁ = (80‧5+70‧4+84‧4+72‧3) / (5+4+4+3) = 77.0

如果四科直接取平均，則 x₁' = 76.5。
    乙生得分依次為72、70、84、80，學期成績為x₂ = 76.0，四科直接平均為 x₂'= 76.5。
    甲乙二生四科直接平均之成績均為76.5分，區分不出高低，可是依照各科目每週上課鐘點數評定，則甲生成績較高。因為國文比重為 5，社會為 3，比重較大的科目分數較高，學期成績就比較高。
    同樣，測量值的精度較高，平差計算時也應佔有較高的「比重」，平差法將它稱為「權」。比重是相對的數值，權亦是相對的數值，權愈大，精度愈高。在偶然誤差及其特性一節，曾提到中誤差愈小，精度愈高，所以權可以依據中誤差來評定。
茲省略理論推導，直接列出權與中誤差之關係為：
權與中誤差之平方成反比，以數學式子表示為：
       p₁︰p₂=σ₂²:σ₁²………………………………………………﹙23﹚或
       pi = k ÷σi ²………………………………………………………﹙23'﹚
例如 ℓ ₁與 ℓ ₂ 之中誤差各為σ₁= ± 3 mm、σ₂=± 6 mm，則由上述公式可得：
       p₁ ：p₂= 6²：3² = 4：1

或者    令 k = 36 mm²，
       p₁ = 36 mm² ÷ ﹙3mm﹚² = 4

       p₂ = 36 mm² ÷ ﹙6mm﹚² = 1

       p₁：p₂ =  4：1

※若令k = 1，仍可得到  p₁：p₂= 4：1。
b.單位權中誤差與後驗中誤差
    由一組等精度之觀測值 ℓ₁〜 ℓ n，先求 x =〔ℓ〕÷ n ， vi = x - ℓi，再依照公式﹙5﹚求σ。
若 p₁ = p₂ = … = p n  = 1，則 ℓ₁〜 ℓ n之後驗中誤差均為
        σℓ₁ = σℓ₂ =  …  = σℓ n = σ=﹛〔v ²〕÷ ﹙n-1﹚﹜1/2……﹙24﹚
若ℓ1〜ℓ n之精度不等，亦即不等權，權各為 p1 〜p n，則 x =〔p ℓ〕÷〔p〕，vi = x - ℓi，依下式求σ
        σ=﹛〔pv ²〕÷﹙n - 1﹚﹜1/2 ……………………………………﹙5'﹚
依上述公式計算之σ，即為單位權中誤差。
 ℓ₁〜 ℓ n  之後驗中誤差各為
        σℓi= σ÷√pi  =﹛〔pv²〕÷﹙n-1﹚﹜1/2 ÷ √pi…………………﹙24'﹚
後驗中誤差為平差後所算得者，與它相對之名稱為先驗中誤差。
c.觀測值的先驗中誤差與權
    觀測值的權，主要依據中誤差而來，如何推算觀測值的中誤差? 觀測值﹙平差前之觀測值﹚，可依儀器之精度、測量員之技術、測量之環境…等，再依據誤差傳播理論，必要時可參考經驗值，預估或計算測量值的中誤差，它就是先驗中誤差。通常使用先驗中誤差推算各觀測值的權。
    此外，亦可按照卷尺量距長度之倒數，水準測量路線長度之倒數給權，也可依照重複量距或測角次數給權，甚至使用廠商所給之中誤差，依據公式﹙23'﹚求權。
例如電子測距儀之測距中誤差σs
      σs  = ± ﹙2mm + 3ppm‧S﹚…………………………………………﹙25﹚
    此公式考慮了儀器與稜鏡之對心誤差，氣溫氣壓變化之誤差，電子測距儀頻率振盪器之誤差，稜鏡加常數之誤差等。若S ≈ 300m，則σs  ≈ ± 2.9mm 。
※ 1 ppm ＝ 1 / 1,000,000 。

近來出廠之電子測距儀，測距穩定程度甚佳。距離約數百公尺，在同一站重複測距10次，依據σ=﹛〔v ²〕÷（10－1） ﹜1/2， 求單次觀測之中誤差，σ大約在 ± 1mm之等級，若再除以√10，則為 ± 0.3mm，其值偏小，不合理。故知應採用廠商提供之公式計算σs 比較合理。
    先驗中誤差與平差後所得之後驗中誤差，二者通常不會相等，如何解釋與處理超過高職學生程度，不再贅述。
（三 ）測量平差概論
    只要測量就伴隨著誤差，誤差，應該如何處理? 首先儘可能避免或刪除錯誤，改正系統誤差，至於偶然誤差則以平差法處理。
    所謂平差法就是處理誤差的方法，「平差」含有平均誤差之意。而平差的基本原理，就是使觀測值誤差平方和為最小﹙最小自乘﹚，即：
      〔ε²〕= 最小…………………………………………………………﹙26﹚
若不知道真誤差，則使用改正數v或誤差Δ，即：
      〔v ²〕=〔Δ²〕=最小………………………………………………﹙26'﹚
若各觀測值之權不等，則廣義最小自乘為：
      〔pε²〕= 最小………………………………………………………﹙27﹚或
      〔pv²〕= 〔pΔ²〕=最小……………………………………………﹙27'﹚
    一個觀測量剛好求一個未知數，沒有所謂之平差。觀測量的數目n大於未知數的數目u，就會產生不同的解答，也就是發生矛盾，依最小自乘之原理，處理這些矛盾，得到統一的解答，就是平差的目的。
平差的「方法」，又可稱為「模式」，共有：直接平差法、條件平差法、間接觀測平差法及簡易平差法等。
1.直接觀測平差
    直接觀測平差，通常處理只有一個未知數之測量問題，重複觀測n次，若每個觀測值之精度相等，也就是等權，它們的平均值為最或是值，可滿足誤差平方和為最小的要求。若各觀測值不等權，則依加權取平均之方式求解。
[例4]某一段距離，以卷尺重複測量三次，經過系統誤差改正，得ℓ₁= 100.254m，ℓ₂ = 100.248m， ℓ₃ = 100.257m，求距離 x 及距離之中誤差σx。
[ 解 ]       x =﹙ℓ₁+ℓ₂+ℓ₃﹚÷ 3 = 100.253 m

             v₁= x - ℓ₁ = −1 mm ，同法，  v₂ = 5 mm，  v₃ = -4 mm

             〔v ²〕= 1 ² + 5 ² + 4 ² = 42 mm²
多餘觀測之數目= n - u = 3 - 1= 2

單位權中誤差
            σ =﹛〔v²〕÷﹙n-u﹚﹜1/2  = ± 4.6 mm ≈ ± 5 mm

            σx = σ÷√n = ± 2.6 mm ≈ ± 3 mm

[驗算]    〔v〕= -1+5+﹙- 4﹚=0

           ℓ1a = ℓ₁ + v₁ = 100.254 m +﹙-1﹚mm =100.253 m

           ℓ2a = ℓ₂ + v₂ = 100.248 m +  5   mm =100.253 m

           ℓ3a = ℓ₃ + v₃ = 100.257 m +﹙-4﹚mm =100.253 m

平差後，ℓ1a = ℓ2a = ℓ3a = x，得到統一的結果。
        ℓ1a ~ ℓ3a ，x 之中誤差均為σx ≈ ± 3 mm

        ℓ₁ ~ ℓ₃ 之中誤差均為σ≈ ± 5 mm

[例5] 承上例，如果 ℓ1 〜 ℓ3 不等權，p₁= 2，p₂= 3，p₃= 4，試求x及σx。
[ 解 ]    x =〔p ℓ 〕÷〔p〕
            = 100.250  m +﹛〔2‧4+3‧﹙-2﹚+4‧7〕mm﹜÷﹙2+3+4﹚
            = 100.2533 m﹙多取一位﹚
          v₁ = x - ℓ₁ = -0.7 mm， v₂ =5.3 mm， v₃= - 3.7 mm

         〔pv²〕= 2‧0.7² + 3‧5.3² + 4‧3.7² = 140.01 mm²

單位權中誤差
          σ=﹛〔pv²〕÷﹙n-u﹚﹜1/2  = ± 8.4 mm

          x的權 px為
          px=〔p〕= 2+3+4 = 9

距離 x 之中誤差為
          σx = σ÷〔p〕1/2  = ± 2.8 mm ≈ ± 3 mm
[驗算]   〔pv〕= 2‧﹙-0.7﹚+ 3‧5.3 + 4‧﹙-3.7﹚
               = - 0.3 mm ≈ 0 ﹙四捨五入所致微小數﹚
           ℓ1a = ℓ₁ + v₁ = 100.254 m + (-0.7) mm = 100.2533 m

           ℓ2a = ℓ₂ + v₂ = 100.248 m + 5.3    mm = 100.2533 m

           ℓ3a = ℓ₃ + v₃ = 100.257 m + (-3.7) mm = 100.2533 m

           ℓ1a = ℓ2a = ℓ3a = x 之中誤差均為σx ≈ ± 3mm，ℓ ₁〜ℓ ₃ 之中誤差各為σ÷√pi，pi各為2、3、4，分別算得σℓ₁〜σℓ₃  為 ± 5.9 mm、±4.8 mm、±4.2 mm。
※特別說明
本例取 x 值為 100.2533 m，多取一位，只是為了後續計算之驗核〔pv〕= 0，不論 x、ℓ ia 、σ、σx及σℓia，均取到mm位已足，取到0.1 mm的目的僅在於比較其差異而已。
2.條件觀測平差
    所謂條件觀測平差，就是將各個相關的觀測量 ℓb 組成條件方程式並平差。其模式為
         F﹙La﹚= F﹙Lb+V﹚= 0……………………………………………﹙28﹚
    上式表示平差後的觀測值之間應滿足一定的幾何或物理條件。將之微分亦即線性化，得
         BV +  W = 0 ………………………………………………………﹙29﹚
    詳細平差公式請參閱測量平差法。僅舉簡單例子說明。
[例6]有一個三角形ABC，測得三個內角 α= 30°48' 25"，β= 55° 56' 32"，γ= 93° 15' 15"，它們以相同的儀器與方法測得，其精度相等。求 A、B、C 三角。
[ 解 ]   w =﹙α+β+γ﹚-180° = 12"

         v = - w ÷ 3 = - 4" = vα=vβ = vγ
        ∴  A =α+ v = 30°48' 21"

            B =β+ v = 55°56' 28"

            C =γ+ v = 93°15' 11"

         〔v²〕=48秒²，條件數目 r =1

單位權中誤差
         σ=﹛〔v²〕÷ r﹜1/2 ≈ ± 7"

α、β、γ之中誤差均為σ≈ ± 7"

A、B、C之中誤差省略，見後述間接觀測平差計算例。
※本例不可依α、β、γ之大小分配閉合差。
※採用條件平差時，觀測量愈多，條件式亦隨之增多，所有使用到的條件式必須獨立。
3.間接觀測平差
※本小節之內容比較艱難，超過高職一年級學生程度，僅供參考。
    間接觀測平差，就是將每一個觀測量 ℓb，以未知參數 x 的函數表示，稱為觀測方程式。
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      若 n ＜ u，則無法求解全部的未知參數。
若 n =  u，則恰好求解，且v₁ = v₂ = …vn = 0 ₀
若 n ＞ u，才有平差問題。
上式以矩陣形式表示為
       La = Lb  + V = F(Xa﹚………………………………………………﹙30'﹚
將上式微分，也就是線性化，
        V = AX +  W…………………………………………………………﹙31﹚
※詳細平差公式省略。
[例7]承前面的例子，α、β、γ以 ℓ₁、ℓ₂、ℓ₃表示，並以間接觀測法平差。
[ 解 ]     令  x₁₀ = 30°48' 20"，x₂₀ = 55° 56' 30"

                ℓ₁ + v₁= x₁₀+Δx₁
                ℓ₂ + v₂= x₂₀+Δx₂
                ℓ₃ + v₃= 180° -﹙x₁₀+Δx₁+ x₂₀+Δx₂﹚
                v₁ =  Δx₁        +﹙-5"﹚
                v₂ =         Δx₂ +﹙-2"﹚
                v₃ = -Δx₁ - Δx₂ +﹙-5"﹚
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                P = diagonal〔1     1     1〕
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x1a = x₁₀ + Δx₁ = 30° 48' 21"

x2a = x₂₀ + Δx₂ = 55° 56' 28"
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單位權中誤差σ為
σ=﹙σ²﹚1/2 ≈ ± 7" =σα=σβ=σγ
取N-1 對角線之元素 2/3 計算：
σ1a = σA   =σ‧√（2/3）= ± 5.7" ≈ ± 6"

σ2 a = σB =σ‧√（2/3） ≈ ± 6"

既然α、β、γ三角等權，現已算得σA = σB 
∴σC =σA =σB ≈ ± 6"

[另解]本題亦可使用虛擬觀測量求解
令       A₁ = α = 30°48' 25" ﹙直接觀測量﹚
A₂ = 180° -﹙β+γ﹚= 30° 48' 13"﹙虛擬觀測量﹚
pA1 = 1， pA2 = 1/2

A  =（pA1‧A₁ + pA2‧A₂）/（pA1+ pA2） = 30° 48' 21"

有關中誤差之計算省略。同法可算得B，再用180°- (A+B﹚得 C。
※ α、β、γ為等權觀測值，所以可令σα² = σβ² = σγ² =   σ2，   故         σA1² =σ²， A₂ = 180°- (β+γ﹚，依誤差傳播定律，σA2²  = σβ² + σγ² = 2σ²，令  pA1 = 1，則   pA2  = 1/2 。
※ 特別說明：本例亦可改用C 點座標﹙x，y﹚為未知數，亦即令A、 B、C三點之座標各為﹙NA，EA﹚、 ﹙NB，EB﹚、 ﹙x，y﹚，平差結果相同。若再觀測  
ℓ ₄= A C 、ℓ ₅= B C，連同三個水平角，觀測值數目n = 5，未知數的數目u = 2，多餘觀測的數目r = n - u =  3 ，這 5 個觀測量可以構成之條件數目大於 3，只有3個獨立條件，請自行參閱坐標幾何或解析幾何有關於邊長及角度之數學公式，甚至參閱誤差橢圓，它與點位誤差有關。
4.簡易平差法
有些測量中之平差工作，不必採用嚴密平差法，可以採用簡易平差法。簡易平差之中有一種分階段平差的方法，例如導線測量，先平差水平角，再平差縱橫坐標，請參閱本書下學期導線測量實習單元。
5.其他方法
其他平差方法還有虛擬觀測平差，聯合平差法，三角三邊網平差常用到的自由網平差…等，不再贅述。
6.間接觀測平差與條件觀測平差之比較
（1）條件平差是將有關係之觀測量 ℓbi 構成條件式，經過處理後先求出改正數 vi，再算得ℓai  =  ℓbi + vi，如有需要再用ℓai 求其他量，例如點位坐標﹙x,y﹚…等。
（2）間接觀測平差，則將每一觀測量 ℓbi，依 ℓbi + vi = f﹙x₁ , x₂ ,…xu ﹚構成觀測方程式，經處理後，先求出未知數xj ，j = 1〜 u，再求 v i，i = 1〜 n …等。
（3）早年沒有電腦的時代，複雜的三角網之平差，多採用條件觀測平差。電腦時代，已改用間接觀測平差。
（四）注意事項
1.較差d=ℓ₁ - ℓ₂，σd²≠σℓ₁²-σℓ₂² = σℓ²-σℓ² = 0，因為沒有「誤差傳播變成零」這麼好的事。 Δd = Δℓ₁ -Δℓ₂，「−」號是「-1」，﹙-1﹚²仍為「+」，所以σd² = 2σℓ²。
2.重複測量兩次，較差d=ℓ₁ - ℓ₂，d 值可能為零，但是不能說這兩個觀測值 ℓ₁、ℓ₂ 的中誤差為零，也不能說 x = ﹙ ℓ₁+ ℓ₂﹚÷2 的中誤差為零。請參閱偶然誤差的特性。
（五）討論
1.方向組法測量水平角，每一方向觀測三測回。規定甲：任一測回與三測回平均值的差不大於5”取平均。規定乙：三測回最大最小的差不大於10”取平均。何者要求比較合理? 試依下述資料分析比較。
a.三測回之秒數各為  ℓ₁ =11”，  ℓ₂ = 6”，  ℓ₃ = 1”。
b.三測回之秒數各為  ℓ₁*=11”，  ℓ₂*= 9”，  ℓ₃*= 1”。
2.如果只用重複測量兩次的資料 ℓ₁、ℓ₂，計算 x、σ、σx 是否合理。
3.普通導線測量，邊長 S 通常重複測量2次，S₁、S₂較差d合格，取S₁與
S₂平均為所測得之邊長。若較差為零，可否宣稱所測邊長之相對誤差
「σs ÷ S」為零 ?
（六）參考文獻
1.測量平差法，陳永齡、夏堅白、王之卓合著，上海商務印書館，1947。
2.測量平差法授課講義，周龍章編著，成大測量系。
3.最小自乘法平差，尹鍾奇編著，創海出版社。
4.測量學，同濟大學測量系與清華大學測量教研組合編，測繪出版社，1995.10，二刷。
5.測繪出版社，測量平差法及測量學相關教材。

6.武漢測繪大學，測量平差法及測量學相關教材。
7.數值測量標準作業程序之研究，羅慶昌、白巨川、袁克中、蕭志書、任顯豐，台灣省地政處委託研究案，民國83〜85年。
8.Elementary Surveying (An Introduction to Geomatics)，2002，10版，Paul R. Wolf & Charles D. Ghilani。
（七）致歉
    本人退休時將一些測量書籍贈送同事，參考文獻中所提到的部分書籍不便察明其作者姓名，敬請相關作者見諒。
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